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COHOMOLOGIE NON RAMIFIE´E DANS LE PRODUIT
AVEC UNE COURBE ELLIPTIQUE
par
J.-L. Colliot-The´le`ne
Re´sume´. — Un the´ore`me de Gabber (2002) permet de construire des classes
de cohomologie non ramifie´e dans le produit de certaines varie´te´s et d’une
courbe elliptique. Le lien entre la cohomologie non ramifie´e en degre´ 3 et la
conjecture de Hodge entie`re pour les cycles de codimension deux (2012) permet
alors de donner de nombreuses classes de varie´te´s pour lesquelles la conjecture
de Hodge entie`re pour les cycles de codimension deux est en de´faut. Le cas
particulier du produit avec une surface d’Enriques a e´te´ e´tabli par Benoist et
Ottem (2018).
Abstract. — A method of Gabber (2002) produces unramified cohomology
classes in the products of certain varieties with an elliptic curve. The connec-
tion between third unramified cohomology and integral Hodge conjecture for
codimension 2 cycles (2012) then gives many examples of such a product for
which this conjecture fails. The special case of the product with an Enriques
surface was established by Benoist and Ottem (2018).
Sauf mention expresse du contraire, la cohomologie employe´e ici est la co-
homologie e´tale de SGA4. On utilise librement les proprie´te´s de cette dernie`re,
comme on peut les trouver dans le livre [9]. Pour la cohomologie non ramifie´e,
on renvoie le lecteur a` [6] et aux re´fe´rences de cet article.
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1. Cohomologie non ramifie´e en tout degre´
The´ore`me 1.1. — Soit X/C une varie´te´ connexe, projective et lisse et C(X)
son corps des fonctions. Soit ℓ un nombre premier. Soit α ∈ H i(X,Z/ℓ) une
classe de cohomologie dont l’image dans H i(C(X),Z/ℓ) est non nulle.
(a) Il existe une courbe elliptique E/C et β ∈ H1(E,µℓ) tels que l’image
de α ∪ β ∈ H i+1(X × E,µℓ) dans H
i+1(C(X × E), µℓ) soit non nulle. En
particulier, le groupe de cohomologie non ramifie´e H i+1nr (C(X × E), µℓ) est
non nul.
(b) Si X peut eˆtre de´finie sur un corps de nombres, pour toute courbe ellip-
tique E/C d’invariant j transcendant, le groupe de cohomologie non ramifie´e
H i+1nr (C(X × E), µℓ) est non nul.
De´monstration. — D’apre`s Gabber [7, Prop. A.4], dont on garde les notations,
il existe une courbe lisse ge´ome´triquement connexe U/Q, un point P ∈ U(Q),
et une suite exacte de U -sche´mas en groupes commutatifs lisses connexes
1→ µℓ,U → E → E
′ → 1
dont la fibre au-dessus de P s’identifie a` la suite exacte de Kummer
1→ µℓ,Q → Gm,Q → Gm,Q → 1
associe´e a` x 7→ xℓ, et dont la restriction au-dessus de V = U \ P est une
isoge´nie de V -sche´mas abe´liens de dimension relative 1. En outre toute ℓ-
isoge´nie de courbes elliptiques sur C munie d’un isomorphisme de son noyau
avec µℓ est donne´e par l’e´valuation de la suite exacte ci-dessus en un point de
U(C). L’invariant j des fibres de E ′ → U hors du point P n’est en particulier
pas constant, et prend une valeur transcendante sur Q en M ∈ U(C) si et
seulement si M n’est pas alge´brique sur Q. Notons pour simplifier Y = E ′.
La suite exacte ci-dessus de´finit un torseur sur Y sous µℓ, donc une classe
β ∈ H1(Y, µℓ). La restriction de cette classe au-dessus du point ge´ne´rique de
Y est la classe d’une fonction rationnelle g ∈ Q(Y )∗/Q(Y )∗ℓ = H1(Q(Y ), µℓ).
L’extension Q(Y )(g1/ℓ)/Q(Y ) se spe´cialise au-dessus du point P en l’extension
Q(t1/ℓ)/Q(t), ou` Gm,Q = Spec Q[t, 1/t].
Commenc¸ons par e´tendre la situation ci-dessus de Q a` C. On note YC =
Y ×Q C et UC = U ×Q C. On a la projection X ×C YC → UC. On conside`re
le produit externe α ∪ β ∈ H i+1(X ×C YC, µℓ). Il se spe´cialise au-dessus du
point P ∈ U(C) en une classe dans H i+1(X ×C Gm,C, µℓ). La restriction de
cette classe au point ge´ne´rique de X ×C Gm,C est non nulle, car son re´sidu
le long du diviseur de´fini par t = 0 dans X × A1 est la classe de α dans
H i(C(X),Z/ℓ). D’apre`s Gabber [7, Prop. A7], l’ensemble des points s de U(C)
tels que la restriction de α ∪ β au point ge´ne´rique de la fibre ge´ome´trique de
X ×C YC → UC en s est nulle est une union de´nombrable de ferme´s de UC. On
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a vu ci-dessus que P n’est pas dans cet ensemble. Cet ensemble est donc une
union de´nombrable de points de U(C). Ceci e´tablit le point (a).
Supposons maintenant X = X0×kC, ou` k ⊂ C de´signe la cloˆture alge´brique
de Q dans C. La cohomologie e´tale d’une varie´te´ sur un corps alge´briquement
clos, a` coefficients de torsion premiers a` la caracte´ristique, ne change pas
par extension de corps de base alge´briquement clos [9, VI.4.3]. On dis-
pose donc d’une classe α0 ∈ H
i(X0,Z/ℓ) d’image non nulle dans le groupe
H i(k(X0),Z/ℓ). D’apre`s Gabber [7, Prop. A7], l’ensemble des points s ∈ Uk
tels que la restriction de α0 ∪ βk au point ge´ne´rique de la fibre ge´ome´trique
de X0 ×k Yk → Uk en s est nulle est une union de´nombrable de ferme´s de Uk,
et donc, puisque P n’est pas dans cet ensemble, une union de´nombrable de
points de U(k). Pour tout point M de U(C) \ U(k), la restriction de α0 ∪ βk
dans H i(C(X ×C YM),Z/ℓ) est donc non nulle, ce qui e´tablit (b). 
2. Cohomologie non ramifie´e en degre´ 3 et conjecture de Hodge
entie`re
Proposition 2.1. — Soit X/C une varie´te´ connexe, projective et lisse, telle
que Br(X) 6= 0.
(a) Il existe une courbe elliptique E/C telle que H3nr(C(X × E),Q/Z) 6= 0.
(b) Si X peut eˆtre de´finie sur un corps de nombres, pour toute courbe ellip-
tique E/C d’invariant j transcendant, H3nr(C(X × E),Q/Z) 6= 0.
(c) Si le groupe de Chow des ze´ro-cycles de la varie´te´ complexe X est sup-
porte´ sur une courbe, alors il existe une courbe elliptique E/C telle que la
conjecture de Hodge entie`re pour les cycles de codimension 2 sur X × E soit
en de´faut.
(d) Si le groupe de Chow des ze´ro-cycles de la varie´te´ complexe X est sup-
porte´ sur une courbe, et X peut eˆtre de´finie sur un corps de nombres, alors
pour toute courbe elliptique E/C d’invariant j transcendant, la conjecture de
Hodge entie`re pour les cycles de codimension 2 sur X × E est en de´faut.
De´monstration. — Supposons Br(X) 6= 0. Soit ℓ un nombre premier avec
Br(X)(ℓ) 6= 0. De la suite de Kummer pour la cohomologie e´tale sur X et sur
le corps des fonctions C(X), et de l’injectivite´ bien connue Br(X) →֒ Br(C(X))
[8, II, Cor. 1.10], on conclut qu’il existe α ∈ H2(X,µℓ) d’image non nulle dans
H2(C(X), µℓ) = Br(C(X))[ℓ]. Le the´ore`me 1.1 donne alors les points (a) et
(b).
Dans un travail avec C. Voisin, en utilisant des re´sultats profonds de K-
the´orie alge´brique, on a e´tabli le re´sultat suivant [6, Thm. 1.1, Thm. 3.9] :
pour toute varie´te´ W projective et lisse sur C dont le groupe de Chow des ze´ro-
cycles CH0(W ) est supporte´ sur une surface, ce qui signifie qu’il existe une
surface projective lisse U sur C et un morphisme U →W tels que l’application
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induite CH0(U)→ CH0(W ) soit surjective, on a un isomorphisme de groupes
finis
H3nr(W,Q/Z) ≃ Z
4(W ),
ou` H3nr(W,Q/Z) est la re´union des groupes H
3
nr(W,Z/n) et ou` Z
4(W ) est le
quotient du groupe des cycles de Hodge dans H4(W,Z) par l’image des classes
de cycles alge´briques de codimension 2. Si le groupe de Chow des ze´ro-cycles
de X est supporte´ sur une courbe C, alors le groupe de Chow des ze´ro-cycles
de X ×C E est supporte´ sur la surface C ×C E. On obtient ainsi (c) et (d). 
Outre les surfaces d’Enriques, de nombreuses varie´te´s dont le groupe de
Chow des ze´ro-cycles est supporte´ sur une courbe satisfont Br(X) 6= 0.
Rappelons ici que pour toute varie´te´ X/C projective, lisse, connexe, on
dispose d’une suite exacte
0→ (Q/Z)b2−ρ → Br(X)→ H3Betti(X,Z)tors → 0,
ou` ρ est le rang du groupe de Ne´ron-Severi NS(X) et b2 le second nombre de
Betti de X (voir [8, III. (8.7) et (8.9)]), et que l’on a b2−ρ = 0 si et seulement
si H2(X,OX) = 0. Bloch [4] a montre´ que l’hypothe`se que le groupe de Chow
des ze´ro-cycles sur X est supporte´ sur une courbe implique H2(X,OX ) = 0 et
que le groupe Br(X) est fini, et e´gal au groupe H3Betti(X,Z)tors.
Pour X/C une surface projective, lisse, connexe, de groupe de Ne´ron-Severi
NS(X), notant Br(X)0 le sous-groupe divisible maximal de Br(X), on a un
isomorphisme naturel [8, III (8.12)] :
Br(X)/Br(X)0 ≃ Hom(NS(X)tors,Q/Z).
Dans le cas particulier ou` H2(X,OX ) = 0, en particulier si le groupe de Chow
des ze´ro-cycles de la surface X est supporte´ sur une courbe, on a donc
Br(X) ≃ Hom(NS(X)tors,Q/Z).
Pour les surfaces, c’est une conjecture ce´le`bre de Spencer Bloch que l’hypothe`se
H2(X,OX ) = 0 implique que le groupe de Chow des ze´ro-cycles sur X est
supporte´ sur une courbe. Cette conjecture est connue dans le cas des surfaces
non de type ge´ne´ral [5], en particulier pour les surfaces d’Enriques, et dans
quelques autres cas [11].
Dans le cas plus particulier d’une surface X satisfaisant q = pg = 0, i.e. avec
H i(X,OX ) = 0 pour i = 1, 2, comme par exemple une surface d’Enriques, on a
Br(X) ≃ Hom(NS(X)tors,Q/Z).
De nombreuses surfaces avec pg = q = 0 et NS(X)tors 6= 0 ont e´te´ de´crites
(surfaces de Godeaux, surfaces de Campedelli (voir [1, Chap. VII, §11] et [2]).
La proposition [4] et les rappels ci-dessous donnent :
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Corollaire 2.2. — Soit X une surface sur C dont le groupe de Ne´ron-Severi
NS(X) posse`de de la torsion, et dont le groupe de Chow des ze´ro-cycles est sup-
porte´ sur une courbe, donc qui satisfait H2(X,OX ) = 0. Il existe une courbe
elliptique E/C telle que la conjecture de Hodge entie`re pour les cycles de co-
dimension 2 sur X ×E soit en de´faut. Si X peut eˆtre de´finie sur un corps de
nombres, cette de´faillance a lieu pour toute courbe elliptique E d’invariant j
transcendant. ✷
Remarque 2.3. — Dans le cas particulier des surfaces d’Enriques, on re-
trouve donc ainsi [3, Prop. 2.1], dont la de´monstration repose, dans le cas
ℓ = 2, sur une construction du meˆme type que celle de [7] rappele´e au de´but
du the´ore`me 1.1. La de´monstration de [3, Prop. 2.1] pour les surfaces d’En-
riques est plus “classique” que celle pre´sente´e ici : elle n’utilise pas de re´sultat
de K-the´orie alge´brique.
Remarque 2.4. — De`s la dimension 3, il existe des varie´te´s projectives et
lisses X sur C, rationnellement connexes, telles que Br(X) 6= 0, comme les
exemples d’Artin et Mumford de solides fibre´s en coniques sur le plan projectif
P2C. On peut facilement donner de tels exemples qui sont de´finis sur un corps
de nombres. Pour les varie´te´s rationnellement connexes, le groupe de Chow des
ze´ro-cycles est supporte´ sur un point. Il est donc facile d’exhiber des varie´te´s
W = X×CE de dimension 4 explicites, produits d’une varie´te´ rationnellement
connexe de dimension 3 et d’une courbe elliptique, pour lesquelles la conjecture
de Hodge entie`re pour les cycles de codimension deux est en de´faut : on prend la
varie´te´ produit d’un exemple d’Artin-Mumford de´fini sur un corps de nombres
et d’une courbe elliptique d’invariant j transcendant. Notons que Schreieder
[10, Cor. 1.6] a re´cemment de´montre´ qu’en dimension au moins 4 il existe
des hypersurfaces de Fano (donc rationnellement connexes) pour lesquelles la
conjecture de Hodge entie`re pour les cycles de codimension deux est en de´faut.
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